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Аннотация. Дается конструктивное решение задачи о генерации 
однородных выборок на группе вращений )3(SO . Доказывается 
существование только пяти однородных выборок равномерно 
распределенных на группе )3(SO . Для полученных выборок построены 
графы, соединяющие элементы группы по кратчайшему маршруту. 
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Введение 
Многие задачи управления движением и навигации, робототехники, 

вычислительной структурной биологии, астрофизики и компьютерной 
графики связаны с описанием вращения твердого тела в трехмерном 
пространстве. Как известно, конфигурационным пространством этого 
вращения является группа Ли )3(SO . Положение твердого тела может быть 
однозначно определено с помощью кватернионов kji 3210 λλλλλ +++=  с 
единичной нормой 12
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0 =+++ λλλλ . Они образуют группу 

( )( )1)1(3)1( ±≈ SpSOSp . При этом трехмерная сфера единичного радиуса 3S  
двулистным образом накрывает группу )3(SO  - кватернионам iλ  и iλ−  
соответствует один и тот же элемент из )3(SO  [1,2]. Наглядной иллюстрацией 
этого служит получение плотности совместного распределения углов Эйлера 
при равновероятном вращении твердого тела из равномерного распределения 
точек на поверхности единичной гиперсферы, выполненное в работе [3]. 

В работе [4] отмечается, что проблема генерации однородных 
детерминированных выборок на группе вращения SO(3) является одной из 
фундаментальных и представляется лучший, по мнению авторов, из 
известных на сегодняшний день методов для построения детерминированных 
сеток на )3(SO  на основе использования координат Хопфа для группы )3(SO . 

Так как множество случайных равновероятных вращений может быть 
представлено множеством точек случайным образом равномерно 
распределенных на поверхности трехмерной гиперсферы, то возможно 
перейти к равномерному дискретному распределению точек на гиперсфере, 
и, как следствие, равномерному дискретному заполнению пространства 
вращений – ориентационного пространства. Для этого могут быть 
использованы правильные четырехмерные центросимметричные 
многогранники. Вершины этих многогранников, вписанных в трехмерную 
гиперсферу единичного радиуса, дадут дискретное равномерное 
распределение точек на гиперсфере и, соответственно, дискретный набор 
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ориентаций, соответствующий равномерному заполнению пространства 
ориентаций. 

Упорядочение вершин четырехмерных многогранников открывает путь 
к построению кратчайшей траектории в виде дуг большого радиуса, 
соединяющих эти вершины на поверхности единичной гиперсферы.  
 

1. Дискретное распределение точек на гиперсфере в 4R  и дискретные 
ориентации в 3R  

Точный результат  решения задачи о равномерном дискретном 
распределении на группе )3(SO  дается следующей теоремой: 

Теорема 1. Существует  только пять равномерных дискретных 
распределений (пять однородных решеток) на группе )3(SO  с четырьмя, 
восемью, двенадцатью, шестидесятью и трехстами узлами. 

Конструктивное доказательство теоремы 1 заключается в установлении 
гомеоморфизма множества вершин правильных центросимметричных 
четырехмерных многогранников и множества уздов однородной решетки на  

)3(SO  (множества равномерных дискретных ориентаций). 
 Существование равномерного распределения конечного числа точек на 

трехмерной гиперсфере в четырехмерном евклидовом пространстве 
доказывается существованием пяти центросимметричных правильных 
четырехмерных многогранников, вписанных в трхмерную гиперсферу 
единичного радиуса. Этими многогранниками являются: тессеракт (16), 
шестнадцатиячейник (8), двадцатичетырехячкйник (24), стодвадцатиячейник 
(600), шестисотячейник (120). В скобках указано число вершин. 

При этом принимается во внимание факт двулистного накрытия 
трехмерной гиперсферой группы (3)SO , связанный с тождественностью 
кватернионов ( )3210 ,,, λλλλ

 
и ( )3210 ,,, λλλλ −−−−  [1,5], а также свойства 

симметрии четырехмерных многогранников.  
Таким образом, для моделирования дискретного набора ориентаций 

твердого тела, равномерно заполняющих ориентационное пространство, 
могут быть использованы вершины пяти правильных четырехмерных 
многогранников (тессеракта, шестнадцатиячейника, 
двадцатичетырехячейника, стодвадцатиячейника, шестисотячейника) в 
совокупности с процедурой отбрасывания половины вершин по условию 
тождественности кватернионов ( )3210 ,,, λλλλ

 
и ( )3210 ,,, λλλλ −−−− .  

В качестве примера дискретного заполнения ориентационного 
пространства выбраны ориентации, соответствующие вершинам 
двадцатичетырехячейника с координатами ( )0,0,0,1± , ( )0,0,1,0± , ( )0,1,0,0 ± , 

( )1,0,0,0 ± , 
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1  [6]. После отбрасывания зеркально симметричных 

вершин остаются двенадцать вершин и находятся соответствующие 
единичные кватернионы:  
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2. Графы, соединяющие элементы группы (3)SO  по кратчайшему 

маршруту 
Решение задачи об определении кратчайших маршрутов через узлы 

однородноых решеткок на группе (3)SO дается следующей теоремой: 
Теорема 2. Для каждого из пяти равномерных дискретных 

распределений на группе )3(SO  существует только один кратчайший 
маршрут с началом в фиксированном узле соответствующей однородной 
решетки. 

Конструктивное доказательство выполним на примере однородной 
решетки на (3)SO , соответствующей вершинам двадцатичетырехячейника. 
Рассуждения, приводящие к доказательству теоремы для остальных наборов 
равномерного дискретного распределения, совершенно аналогичны. 

Для упорядочения ориентаций, задаваемых этими кватернионами, 
определим угловые расстояния (табл. 1), задаваемые равенством 

( ) ( )( )ji
ij λλϑ ⋅= arccos , 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )jijijijiji
33221100 λλλλλλλλλλ +++=⋅  - скалярное произведение 

кватернионов. 
Таблица 1. Угловые расстояния ijϑ  между дискретными ориентациями. 

 ( )1λ  ( )2λ  ( )3λ  ( )4λ  ( )5λ  ( )6λ  ( )7λ  ( )8λ  ( )9λ  ( )10λ  ( )11λ  ( )12λ  
( )1λ  0            
( )2λ  

2
π  0           

( )3λ  
2

π  2
π  0          

( )4λ  
2

π  2
π  2

π  0         
( )5λ  

3
π  3

π  3
π  3

π  0        
( )6λ  

3
π  3

2π  3
π  3

π  3
π  0       
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3

π  3
π  3

2π  3
π  3

π  2
π  0      
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3

π  3
π  3

π  3
2π  3

π  2
π  2
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3
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π  3
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Из 39 916 800 маршрутов, соединяющих двенадцать выбранных верщин 

двадцатичетырехячейника, можно отобрать двенадцать кратчайших. Если в 
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качестве начального узла выбирается узел 1, то кратчайший маршрут 
задается цепью 

456972108311121 →→→→→→→→→→→ . 
Как видно из таблицы 1, уголовое расстояние между вершинами и 

соответствующими кватернионами в этом случае одинаковое и равно 3
π . 

На рис.1 последовательно представлены дискретные ориентации 
твердого тела, соответствующие значениям кватернионов ( )kkk tλλ =  в узлах 

kt  сетки { }Tttt =<<<=∈∆ 111011 0 … .  
 

 

 

 
Рис. 1. Двенадцати ориентаций твердого тела, равномерно заполняющих 

ориентационное пространство. 
 
 Плавное движение по кратчайшему маршруту через двенадцать узлов 
равномерной решетки, полученное с использованием метода сферической 
интерполяции кватернионов [7], иллюстрируется 3D анимацией, 
выполненной в компьютерной программе Mathcad [8]  
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